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Plan

o Simulation stochastique

- stochasticité dans la cellule
- un modele de stochastique dynamique
- quelques algorithmes de simulations stochastique

o Pi-calcul

- modélisation/programmation par réactions vs. par objets
- de la "biologie" au pi-calcul
- le pi-calcul stochastique (le quart d'heure formel)



tochasticité dans la cellule

Question épistémologique
Les processus cellulaires sont-ils stochastiques ou déterministes ?

Question scientifique

Hypothese : il existe des évenements biologiques de nature stochasti
Question: est-ce que ces évenements ont une fonction biologique ?



tochasticité dans la cellule

Quel modele ?

modele stochastique

Processus Markoviens
temps continue

espace d'états discret
(population moléculaire)

Dynamique "exacte"
ou "de l'individu"

modele déterministe

EDO
temps continue

espace d'états continue
(concentration moléculaire)

Dynamique "moyenne"
ou "de la population"



tochasticité dans la cellule

Un modele simple d'expression génétique

Reégulation du promoteur:

DNAbasal ki> DNAactif

ko
DNA actif i> DNAbasal

Dégradation:

mRNA 2

) D,
Proteine —

Traduction:
mRNA S—p> mRNA + Proteine

Transcription:

DNAp sl Sﬁb DNAy a1 + mRNA

DNA gerif —% DNAgeris + mRNA



tochasticité dans la cellule

ninution de taille du systeme => augmentation bruit stochastic

grand volume cellulaire petit volume cellulaire

(méme concentration)

modele déterministe

simulation stochastique




tochasticité dans la cellule

Relation bruit stochastique / taille du systeme

o volume cytoplasme = 100 x volume noyau

o équilibre: centrations identiques dans les deux milieux
o 10 molécules dans le noyau, 1000 dans le cytoplasme

o molécule diffuse entre le noyau et le cytoplasme

e +0.1 dans le cytoplasme / +10 dans le noyau !

ﬁes variations de population moléculaires sont
plus sensibles dans le noyau que dans le cytoplasme

Finite number effect




tochasticité dans la cellule

Transcription lente + traduction rapide
=> augmentation bruit stochastique

Translational bursting



tochasticité dans la cellule

Cinétique des promoteurs lente



Jynamique stochastique

Hypotheses:

© un volume V contenant une solution moléculaire
uniforme de N especes chimiques

o k réactions chimiques R1,...,,Rk

o une solution moléculaire a l'instant initial to

Question: quels seront les niveaux de population molécul
chaque espece a n'importe quel instant futur t ?

[Exact Stochastic Simulation of Coupled Chemical ReactionsD.T. Gillespie !



Jynamique stochastique

Hypothese fondamentale de la formulation
stochastique de la cinétique chimique

Etant donnée une solution bien mélangée de molécules, pour
toute réaction chimiques R, il existe une constante c telle que

c.dt = probabilité moyenne qu'une combinaison d

de réactants de R va réagir selon R dans l'interva
de temps infinitésimal dt.




Jynamique stochastique

Probabilité que les molécules
1 et 2 entrent en collision dans

Molécule 2
l'intervalle de temps dt ? oeere

&

Molécule 1

&



Jynamique stochastique

Probabilité que les molécules
1 et 2 entrent en collision dans

l'intervalle de temps dt ?

Ay

Molécule
fixe

N

>
X

Molécule 2

mobile

V12 Vitesse relative



Jynamique stochastique

Probabilité que les molécules
1 et 2 entrent en collision dans
l'intervalle de temps dt ?

Molécule 2

rig =71+ 12

Ulgdt

_ 2

Molécule 1

si les molecules sont uniformement
istribueée et qu'il y a equilibre thermiq
dVeo
Pr = !
Y;otal




Jynamique stochastique

dV.,;; __ Probabilité de collision moyenne entre deux
— molécules 1/2 données dans le voldime

WTQ V12
. 12
— Viotal dt loi de distribution des vitesses de Max

Vgotal




Jynamique stochastique

dV.oi1 _ Probabilité de collision moyenne entre deux

Viotal molécules 1/2 donnees dans le voldme

2 -
Vtotal

si X = #molécules 1 ¥t = #molécules 2, alors

)
XY TTr1oU12 dt = Probabilité de collision moyenne entre deux
Viotal molécules 1/2 quelconques dans le volgme



Jynamique stochastique

dV.oi1 _ Probabilité de collision moyenne entre deux

Viotal molécules 1/2 donnees dans le voldme

) —
— ITMioW12 gy
Vtotal

si X = #molécules 1 et, type 1 de molécules = type 2 de molécules alors

2 — e, .
TriovU Probabilité de collision moyvenne entre deux
X (X —1)T0eb2 gy — y

1
2 Viotal molecules 1/2 quelconques dans le volume



Jynamique stochastique

dV.,;; __ Probabilité de collision moyenne entre deux
— molécules 1/2 données dans le voldime

Vtotal
o —

‘Vtotal,

C

c.dt = probabilité moyenne qu'une combinaison d

de réactants de R va réagir selon R dans l'interva
de temps infinitésimal dt.




Jynamique stochastique

Modele stochastique:
les Chaines de Markov a Temps Continue (CTMC)

o Espace d'états € S

o Un processus stochastique a temps continueest
une famille de variables aléatoi{rgst |t € R}

o Pr(X; = v): probabilité d'étre dans I'érat  a l'ingtant
(Question: Quels seront les niveaux de population moléculaire de
chaque espece a n'importe quel instant futurt ?)

o Une Chaines de Markov a Temps Continue (CTMC) est un processus
stochastiqu¢ X, | ¢ € R} qui satisfait lapropriété de Markoy, i.e.

VV(),...,I/n_H ES,Vto,...,tn+1 ERt.q.OStO <. o< ipgrc
PT(th—H = VUn+1 ‘ th = l/n,...,XtO = VO) = Pr(th—l—l = Vn+1 | th = Vn)



Jynamique stochastique

CTMC: représentation "interactive"

o Une CTMC peut étre représentée par
* la distribution de son état initial
+ des taux de transitions

© le taux de transitiond'un état a un autre est la valeur qui indique "la
croissance de la probabilité de transition entre ces états avec le temps"
v
rdt : probabilité qu'il y ait un transitiowdes’ & dans l'intervalle deltemps

o CTMC avec unique état initial est un tripbet—, 1/9) ou
x 19 €S
*x 2 CSxRxS
xv oV ANy SV =r=1



Jynamique stochastique

CTMC et systemes (bio)chimiques

o n especes chimiquedd,..., A,
o Solution initiales; A7 + ... + 2,4,

o k réactions chimiques
Ri: ai A1+ +ai.A, = BiiA+

Ri: ap1Ai+.. +agndn =5 BriAl+

ot BinAy



Jynamique stochastique

CTMC et systemes (bio)chimiques
o 1 réaction chimiqueR : o141 +... + oA, — 1AL +... 4+ B4,
o Espace d'états de la CTM@: = (v4,...,v,) € N
a=(ay,...,a,) €N" B=(P1,...,0n) € N"

© Rappel:cdt = probabilité moyenne qu'une combinaison donnée de
réactants de R va réagir selon R dans l'intervalle de temps infinitésimal

(Z) cdt = probabilité moyenne qu'une combinaison quelconque de
réactants de R va réagir selon R dans l'intervalle de temps infinitésimal

o CTMC induitd:S, —,1p) ou§ est le plus petit ensemble satisfaisant:

x1y €S 5
C
xsiveSeta<valorsy — v+ [0 —«



Jynamique stochastique

CTMC et systemes (bio)chimiques

Pr(X,; = v) : probabilité d'étre dans 'ézat a l'ingtant ?

(e e, (Q)e

v+a—f > U >V + 08—«

8PT(§?:”) = c(”J”;_B)Pr(Xt =v+a-—0)—c(?)Pr(X;=v)



Jynamique stochastique

CTMC et systemes (bio)chimiques
Pr(X,; = v) : probabilité d'étre dans 'ézat a l'ingtant ?

Généralisation a k réactiof, . . ., Rk

Chemical Master Equation

(V +a; — Bi
Ci

873

)P?“(Xt = V—f—Oéi—Bi)—Ci(

Résolution symbolique trop difficile en général...
=> simulation!



Jynamique stochastique

Pour définir un simulateur il faut pouvoir répondre a deux questions:
1- quand aura lieu la prochaine réaction ?
2- quelle sera la prochaine réaction ?

P,(7,i)dT : Probabilité, qu'étant dans ltétat a l'instantt
prochaine reaction seifd; et aura lieu dans l'intervalle de t4

infinitésima(lt +71,t+7+ d’r)




Jynamique stochastique

Pour définir un simulateur il faut pouvoir répondre a deux questions:
1- quand aura lieu la prochaine réaction ?
2- quelle sera la prochaine réaction ?

a(v) = (1)

il

‘activité de la réactios

réaction n'ait lieu dans l'intervalle
de tempgt,t + 7)

P,(r,i)dT = w X ei(VZdi'
e\

Probabilité que dans 1'état auEJme

Probabilité que dans 1'état la réaction
R; ait lieu dans l'intervalle de temps
infinitésimdlt + 7,¢ + 7 4 d7)




Jynamique stochastique

Pour définir un simulateur il faut pouvoir répondre a deux questions:
1- quand aura lieu la prochaine réaction ?
2- quelle sera la prochaine réaction ?

P,(r,i) = a;(v)e ™7™ siT>0et0<i<k,
Lo sinon.

a(v) = Yy ai(v)

activité globale (ou taux
de sortie de 1'état )




Jynamique stochastique

Pour définir un simulateur il faut pouvoir répondre a deux questions:
1- quand aura lieu la prochaine réaction ?
2- quelle sera la prochaine réaction ?

P,(1,i) = a(v)e W7 x LW — pl(r) » p2(;

densité de probabilité que dans 1'état
la prochaine réaction n'ait lieu dans
l'intervalle de temp$ + 7,t + 7 + d7)

densité de probabilité que dans 1'2tat
la prochaine réaction sdi;




Jynamique stochastique

Soientry, 75 €|0;1] deux nombres aléatoires tirés uniformément
dans l'intervalle unitaire.

PL(r) = a(v)e "

P, (i) =




simulation stochastique

Algorithme de Gillespie "direct method"

Etape 0:

- Fixer les constantes stochastiques de chacune des rédegions , Ry
- Fixer la population initialg € N"

- initialiser le temps= (

> FEtape 1:
- calculer l'activité de chaque réaction pour I'état coutant= O’j)cz
- calculer l'activité globale) = Zle a;(v)

Etape 2:
- générer les nombres aléatoiresry €0; 1] |
- calculerr = ﬁ log(%) et tel qui'_' a,(v) < ra(v) <3 a.(v)

Etape 3:

- incrémenter le tempg .=t + 7

- appliquer la réactid®y, v :=v —a; + 3
— - goto 1




simulation stochastique

Algorithme de Gillespie "first reaction method"

réactions A

as Ry

a3 Rs

a2 Rs

a1 R4

t

temps
P~

derniere occurrence de
réaction: début de la course




simulation stochastique

Algorithme de Gillespie "first reaction method"

réactions A
ay R)f————————————
4 <T4 ~ Exp(a4))
as R3 < >
73 ~ Exp(as)
a2 R2 S >
To ~ Exp(az)
a1 Ry i =
1 ~ Exp(ay)
t temps



simulation stochastique

Algorithme de Gillespie "first reaction method"

réactionsA
as Ry
a3 Rs
as Ro = — ~
T2 ~ Exp(az)
(gagnant ) ¢, g,
y ot




simulation stochastique

Algorithme de Gillespie "first reaction method"

réactions A

; >
HJF 2 temps

ise-a-jour de i ‘
activités ncrementation
du temps

et nouvelle course...



simulation stochastique

Inconvients de ces algorithmes

chaque étape recquiert 3 calculs linéaires dans le nombre de réactions:
1- mise-a-jour de toutes les activités
2- génération de tous les intervalles de temps

3- trouver le plus petit intervalle



simulation stochastique

Optimisations

Idées principales:

1- mise-a-jour de toutes les activités
=> calculer une activité seulement si nécessaire: graphe de dépendance

2- génération de tous les intervalles de temps
=> réutiliser les intervalles calculés et ne tirer un nouvel intervalle
que pour la réaction qui vient d'étre appliquée

3- trouver le plus petit intervalle
=> utiliser des files de priorité indexées



simulation stochastique

Ri: A+B5C Graphe de dépendance
Ry: D+E-3 A ™
R3 c
réactions A @
as Ry
a3 Rs @
a2 Ro ( ............ =
1Ty ~ Exp(as)
(gagnant ) 4, R,
>
t



simulation stochastique

Ri: A+B5C Graphe de dépendance
Ry: D+E 2 A Ry
R3 c

réactions A | @

as Ry

t —|— T
’ temps



simulation stochastique

Ri: A+B5C Graphe de dépendance
Ry: D+E 3 A
R3 2
réactions A
as Ry
a3 Rs
as R !
e 7'2 ~ Ezp(al)

all Rl aj

L X

1

t+ 7o >
temps

Algorithme logarithmique



Simulation stochastique et
modélisation par pi-calcul

Cédric Lhoussaine
univ Lille 1/ LIFL / bioComputing



Programmation et modélisation

Beaucoup de “langages” de modélisation

- dessins

- réactions biochimiques
- EDOs

- CTMC

- diagrammes de Khon

- Réseaux de Petri



Programmation et modélisation

Les modeéles biologiques devraient étre...

- modulaires
- extensibles
- vérifiables

- "expressifs”
- ... prédictifs



Programmation et modélisation

Les modeles biologiques devraient étre...

- modulaires
- extensibles
- vérifiables

- "expressifs”
- ... prédictifs

Caractéristiques de langages de programmation!



Programmation et modélisation

Paradigme

modele = programme

exécution = simulation




Deux approches de modélisation

Modélisation par réactions/regles

Pour chaque interaction définir les participants (réactants) et le résultat (produits)

A+BSC+D



Deux approches de modélisation

Modélisation par réactions/regles

Pour chaque interaction définir les participants (réactants) et le résultat (produits)

A+BSC+D

Exercice: donner une (ou plusieurs regles) exprimant la polymérisation (par
exemple 1'élongagion de 'ARNm)



Deux approches de modélisation

Modélisation par réactions/regles

Pour chaque interaction définir les participants (réactants) et le résultat (produits)

A+BSC+D

Polymérisation => infinité de réactions...

PL+A S P
P+A S5 P

Biocham
[Chabrier, Fages et al. 2003]




Deux approches de modélisation

Modélisation par réactions/regles

Pour chaque interaction définir les participants (réactants) et le résultat (produits)

A+BSC+D

Polymérisation => infinité de réactions... Le langage de réactions n'est pas
Turing-complet...
(& .
P+A = P [Cardelli, Zavattero 2008]

P,+A S5 Py

Biocham
[Chabrier, Fages et al. 2003]




Deux approches de modélisation

Modélisation par réactions/regles

Pour chaque interaction définir les participants (réactants) et le résultat (produits)

: Prolog
A+B—-C+D [Colmerauer, Warren -1970]

Utiliser des abstractions (motifs) de molécules
pour accroitre I'expressivité du langage de modélisation

VzeN P(z)+AS Plz+1)
: : Biochemical forms
[Blochemlcal language of rule schemas}

Cardelli 2008
[Kuttler, Lhoussaine, Nebut 2009] [Carde ]
Kappa Calculus
[Danos, Laneve 2003]




Deux approches de modélisation

Modélisation “objet centrée”

Pour chaque “objet” biologique, définir ses capacités d’interaction (interface)
et I'état résultant de chaque interaction



Deux approches de modélisation

Modélisation “objet centrée”

Les capacités d'interaction sont décrites dans chaque object pris
indépendamment des autres

modélisation compositionnelle
acteur biologique = processus

systeme biologique = collection de processus qui interagissent



Deux approches de modélisation

Un langage formel pour la modélisation “objet centrée”: le pi-calcul

Nombreux avantages:
- modele de référence pour la concurrence

- théorie bien développée avec de nombreuses “variantes”

- nombreuses notions d’équivalences
- outils d’analyse statique
- sémantique stochastique

T
[Milner, Parrow, Walker, ~1992]
[Regev, Shapiro 2002]

[Priami 1995]
K...

[Priami, Regev, Shapiro, Silverman 2001]

/




De la biologie au pi-calcul

Modélisation “objet centrée”

Les capacités d'interaction sont décrite dans chaque object pris
indépendamment des autres

modélisation compositionnelle

Acteur biologique = "automate”

Systeme biologique = collection de automates synchronisés

-

-

(Free)

unbind
bind

(Dimer)

Rep

J




De la biologie au pi-calcul

4 ) 4 ) 4 )

unbind unbind unbind
bind bind bind

@ Rep @ Rep @ Rep

réactions

bind : Repfree | Repfree — Rep dimer ’ Rep dimer
unbind : Repdimer ’ Repdimer — Repfree | Repfree



De la biologie au pi-calcul

-

unbind
bind

~

@ Rep

/

unbind
bind

~

-

unbind
bind

~

Réactions {

Etat initial

bind :

Rep free ’ Rep free — Rep dimer ‘ Rep dimer
unbind : Repdimer ’ Repdimer — Repfree | Repfree

Rep free ’ Rep free ‘ Rep free

réactions



De la biologie au pi-calcul

——————————————————————————————————————————————————————————————

_______________________________________________________________

-

unbind
bind

~

Réactions {

Etat initial

blnd : Repfree ’ Repfree — Repdimel’ ‘ Repdimer

unbind : R€pdimer ’ Repdimer — Repfree | Repfree

Rep free | Rep free ‘ Rep free

réactions



De la biologie au pi-calcul

-

unbind
bind

~

@ Rep

[

unbind
bind

~

-

unbind
bind

~

Réactions {

Etat initial

bind :

Rep free | Rep free ’ Rep free — Rep dimer ‘ Rep dimer ’ Rep free

Rep free ’ Rep free — Rep dimer ‘ Rep dimer
unbind : Repdimer ’ Repdimer — Repfree | Repfree

réactions



De la biologie au pi-calcul

4 ) 4 ) 4 )

unbind unbind unbind
bind bind bind

diner) T dimer) [ dimer) [

. — - —

G

Synchronisation de processus basée sur I'égalité de noms de transition

Ok pour les homodimers mais pas ... pour les hétérodimers!



De la biologie au pi-calcul

4 ) 4 ) 4 )

unbind unbind unbind
bind bind bind

diner) T dimer) [ dimer) [

. — - —

G

Synchronisation de processus basée sur I'égalité de noms de transition

Ok pour les homodimers mais pas ... pour les hétérodimers!

Exercice: pou uoi



De la biologie au pi-calcul

——————————————————————————————————————————————————————————————

4 )

unbind
bind

@ Na+

G

<
S
o
S
U

S

S

QL
=
S
o
<
QU

E

S

QU

N o o e

——————————————————————————————————————————————————————————————

Cl +ClI = 2Cl

Synchronisation de processus basée sur I'égalité de noms de transition

Ok pour les homodimers mais pas ... pour les hétérodimers!

Exercice: pou uoi



De la biologie au pi-calcul

-

G

unbind?
bind?

~

Na+

(

unbind!
bind!

=> interactions asymetriques par actions

G

~

Cl-

-

unbind!
bind!

S/

G

~

Cl-

/

complémentaires d'émission(!) / réception(?)




De la biologie au pi-calcul

-

unbind?
bind?

~

Na+

-

unbind!
bind!

~

Automate

Nagimer = unbind’ -Nafree

Nafree — bind? .Nadimer

Cliree = bind!.Clyimer

Cldimer s unblnd' 0 leree

pi-calcul



De la biologie au pi-calcul

4 )

unbind?
bind?

@ Na+

-

unbind!
bind!

~

Automate

Nafree — bind? .Nadimer

Nadimer — Mnbind? -Nafree

1

Canal de communication

Cliree = bind!.Clyimer

Clgimer =unbind!.Clyy,,

pi-calcul



De la biologie au pi-calcul

4 )

unbind?
bind?

@ Na+

Nafree = bind? .Nadimer

Nagimer = unbind? -Nafree

Y

Nagee = bind? .unbind? Nag.,,

4 )

unbind!
bind!

(dimer) -

Automate

pi-calcul

leree = bll’ld' . Cldimer

Clgimer =unbind!.Clyy,,

Y

Cliyee = bind!.unbind!.Cly,,



De la biologie au pi-calcul

-

G

unbind?
bind?

) 4

Rep

— -

unbind?
bind?!

~

Rep

S/

Et les homodimers ?...




De la biologie au pi-calcul

unbind
\_

bind!

Rep

Transitions a “choix multiples”




De la biologie au pi-calcul

Automate

pi-calcul

Rep;,, = bind?.Rep;,,. + bind\.Rep ;...

Rep jier = unbind? .Repy,,, + unbind! .Rep;,,



De la biologie au pi-calcul

Automate

pi-calcul

Rep;,, = bind?.Rep;,,. + bind\.Rep ;...

Rep jier = unbind? Repy,,, + unbind! .Rep;,,

Opérateur de choix



De la biologie au pi-calcul

[MJ

Gene

Rep

Gene

RNAp




De la biologie au pi-calcul

|

‘EIIEMII’UUHS!|RQPﬁ“\W

Gene

Rep

Gene

RNAp




De la biologie au pi-calcul

|

tmns! | Repfreew

, Gene

lance un nouveau processus

en parallele des autres

Rep

Gene

RNAp




De la biologie au pi-calcul

II”CZI’I,S! | Repfreew l‘l”dl’lS?W

Gene

RNAp

Automate

Gene = trans!.Gene | Repy,,

RNAp = trans?.RNAp

Repg,,, = bind?.Rep;,,,, + bind!.Rep 4.,

Rep j;,.r = unbind? .Rep;,,, + unbind!.Repy,,,

pi-calcul



De la biologie au pi-calcul

tmns! | Repfreew

Gene RNAp
Automate
pi-calcul
Gene = trans!.Gene | Repy,,
RNAp = trans?.RNAp\ opérateur de composition
paralléle

Repg,,, = bind?.Rep;,,,, + bind!.Rep 4.,

Rep j;,.r = unbind? .Rep;,,, + unbind!.Repy,,,



De la biologie au pi-calcul

tranS! | Repfreew l‘l"dl’lS?W

Gene RNAp
.................................................................................................. Automate
PP ; pi-calcul
Définitions de processus Etat initial
Gene = trans!.Gene | Repy,, Gene | RNAp

RNAp = trans?.RNAp
Rep;,, = bind?.Rep,,,,. + bind\.Rep ;...

Rep jier = unbind? Rep;,,, + unbind!.Repy,,,



De la biologie au pi-calcul

II”CZI’I,S! | Repfreew l‘l”dl’lS?W

Gene RNAp
.................................................................................................. Automate
o pi-calcul
Définitions de processus Transitions
Gene = trans!.Gene | Repy,, Gene | RNAp — Gene | RNAp | Repy,,

RNAp = trans?.RNAp
Rep;,, = bind?.Rep,,,,. + bind\.Rep ;...

Rep jier = unbind? Rep;,,, + unbind!.Repy,,,



De la biologie au pi-calcul

tmns! | Repfreew

Gene RNAp
Définitions de processus Transitions
Gene = trans!.Gene | Repy,, Gene | RNAp — Gene | RNAp | Repy,,

RNAp = trans?.RNAp
Rep;,, = bind?.Rep,,,,. + bind\.Rep ;...

Rep jier = unbind? Rep;,,, + unbind!.Repy,,,

— Gene | RNAp | Repj,, | Repj,,

Automate
pi-calcul



De la biologie au pi-calcul

II”CZI”I,S! | Repfreew l‘l”dl’lS?W

Gene RNAp
.................................................................................................. Automate
o pi-calcul
Définitions de processus Transitions
Gene = trans!.Gene | Repy,, Gene | RNAp — Gene | RNAp | Repy,,
RNAp = trans? .RNAp — Gene | RNAp Repfree | Repfree
— Gene RNAP Repdimer ’ Repdimer

Rep;,, = bind?.Rep,,,,. + bind\.Rep ;...

Rep jier = unbind? Rep;,,, + unbind!.Repy,,,



De la biologie au pi-calcul

4 )

bind!

unbind!
\_

Rep

Certaines molécules peuvent se dégrader



De la biologie au pi-calcul

4 I
T
unbind! i i bind!
\_ 4

Certaines molécules peuvent se dégrader



De la biologie au pi-calcul

- action interne
- 4)—
@ Rep| €tat de terminaison

\_ 4

Certaines molécules peuvent se dégrader



De la biologie au pi-calcul

( )
T
unbind! i i bind!
@ Rep
\_ 4
Automate
pi-calcul

Repj,,, = bind?.Rep,,, + bind\.Rep ;.. +7.0

Rep 4, = unbind? .Repy,,, + unbind!.Repy,,, état de terminaison
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De la biologie au pi-calcul

s A 4 )

x? bind?(x) unbind!

@ Na+ ) Cl-
N J - J
.................................................................................................. Jutomate
pi-calcul
Napwe = bind?(z).Nagmer(z) Clyee = (vunbind)bind!(unbind)

Nad,-mer(a:) = CC?.Nafree Cldimer<x) — C17!-leree



De la biologie au pi-calcul

s a 4 )

x? bind?(x) unbind!

N P, \ J
...... Automate
pi-calcul
création de Tnal (privé)
Najwe = bind?(z) Nagimer () Clyee = (vunbind)bind!(unbind)
Nadimer(x) — CE?-]Vafree Cldimer(x) — C17!-leree t

. parametre de
parameétre formel communication
de définition (objet)



De la biologie au pi-calcul

s B\ 4 )

x? bind?(x) unbind!

@ Na+ ) Cl-
9 ) . J
.................................................................................................. Automate
pi-calcul
Nag,, = bind?(x).Nagpmer(x) Cliee = (vunbind)bind!(unbind)
Nagimer(t) = 27.Najpe, Cliimer(7) = 2!.Clie
Najee | Cliee — (vunbind ) (Nagimer(unbindy ) | Clgimer(unbind, ))
— (vunbindy ) (Nagiee | Cliee)
— (vunbindy ) (vunbinds) (Nagimer(unbinds) | Clyimer(unbinds))
— (vunbind; ) (vunbinds ) (Nafree | Cliee)
o
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@ Syntaxe et Sémantique opérationnelle
© Sémantique stochastique
© Simulation stochastique

Exemples...
(%) p
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Syntaxe du 7-calcul
Un ensemble d'identificateur de processus : A, B, . ..
Un ensemble de canaux de communication :

a,b,....x,y,
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Syntaxe du 7-calcul
Un ensemble d'identificateur de processus : A, B, . ..
Un ensemble de canaux de communication
Déclaration de processus

a,b,....x,y,

A(Xl, .

.y Xp) =P

C. Lhoussaine (U. Lille 1)

m-calcul stochastique



Syntaxe et Sémantique opérationnelle

Syntaxe du 7-calcul

Un ensemble d'identificateur de processus : A, B, ...
Un ensemble de canaux de communication : a,b,...,x,y,...

Déclaration de processus

A(xt, ... xn) =P

Processus

P,Q == Aai,...,an) "appel” de processus
| 0 processus terminé
|  a?(x1,...,xn).P réception de message
| al(bi,...,b,).P émission de message
| P|Q composition parallele
| P+Q choix
| (va)P restriction/création de canal

C. Lhoussaine (U. Lille 1) 7r-calcul stochastique 10 juin 2010 3/22



Syntaxe et Sémantique opérationnelle

Sémantique opérationnelle

Deux types de sématique opérationnelle

e P 5 @ : systtme de transitions étiquetées
@ étiquette o = capacité d'interaction avec I'environnement
o facilite la définition et les preuves d'équivalences de bisimulation

o difficile a appréhender

C. Lhoussaine (U. Lille 1) 7-calcul stochastique 10 juin 2010 4 /22



Syntaxe et Sémantique opérationnelle

Sémantique opérationnelle

Deux types de sématique opérationnelle

P 2 Q : systéme de transitions étiquetées
étiquette o = capacité d'interaction avec I'environnement

facilite la définition et les preuves d’'équivalences de bisimulation

difficile a appréhender

P — Q : relation de réduction sur les processus

utilise I'équivalence structurelle
(CHemical Abstract Machine [Berry, Boudol '92])

relation de réduction intuitive

C. Lhoussaine (U. Lille 1) 7r-calcul stochastique 10 juin 2010 4 /22



Syntaxe et Sémantique opérationnelle

Equivalence structurelle

Différentes lois satisfaites par les opérateurs du langage

PlQ = Q|P
(PIQIR = PI(@QIR)
PO = P
(P+Q)+R = P+(Q+R)
P+Q = Q+P
(va)P | Q = (va)(P|Q)sia¢m(Q)
(va)(vb)P = (vb)(va)P
(va)o = 0
P=xQ = P=Q

C. Lhoussaine (U. Lille 1) 7-calcul stochastique 10 juin 2010 5/22



Relation de réduction
Appel de processus

Si A(x1,...,xn) = P alors A(ay, .

) an) — P[al/xh

...,an/Xn]

C. Lhoussaine (U. Lille 1)

m-calcul stochastique



Syntaxe et Sémantique opérationnelle

Relation de réduction

Appel de processus

Si A(x1,...,xp) = P alors A(a1,...,an) — Pla1/xq1,- -, an/x,]

Exemple

Avec la déclaration Clgimer(x) = x!().Clee, on a

Cldimer(unbind) — unbind!(). Clpee

C. Lhoussaine (U. Lille 1) 7r-calcul stochastique 10 juin 2010 6 /22



Relation de réduction

Communication

(al(by, ..., bn).P+...) | (a?(x,..., xn).Q +...)
- P|Q[b1/x1,.. 7b"/xn]

C. Lhoussaine (U. Lille 1)

m-calcul stochastique



Relation de réduction

Regles structurelles
Si P — Q alors

PIR—Q|R et (va)P— (va)@
SiP=P - Q=Q

alors P — Q.

C. Lhoussaine (U. Lille 1)

o F
m-calcul stochastique



Syntaxe et Sémantique opérationnelle

Relation de réduction

PIQ = QP (PIQ)[R = PI(QIR)

PO = P (P+Q+R = P+(Q+R)

P+Q = Q+P (va)P | Q = (va)(P|Q)siad¢n(Q)
(va)(vb)P = (vb)(va)P (va)o = 0
al(by,...,bp).P+...|a?%(x1,...,xn). Q@+ ... = P| Q[b1/xq,---,bn/x,]

A(x1, ..., xn) =P
’4(‘917--'7ar1)_> P[al/xl?'-wa”/xn]
P—Q P—Q P=P —>Q=Q
PIR—-Q|R (va)P — (va)@ P—Q

C. Lhoussaine (U. Lille 1) 7r-calcul stochastique 10 juin 2010 9 /22



Syntaxe et Sémantique opérationnelle

Relation de réduction

PIQ = QP (PIQ)[R = PI(QIR)

PO = P (P+Q+R = P+(Q+R)

P+Q = Q+P (va)P | Q = (va)(P|Q)siad¢n(Q)
(va)(vb)P = (vb)(va)P (va)o = 0
al(by, .. b)) Pt a7 (X0 %) Q@+ . — P | Q[P1/x1s- - b))

A(x1, ..., xn) =P
’4(‘917--'7ar1)_> P[al/xl?'-wa”/xn]
P—Q P—Q P=P —>Q=Q
PIR—-Q|R (va)P— (va)Q P— Q

Exercice

C/free ‘ C/dimer ’ Nafree — 7

C. Lhoussaine (U. Lille 1) 7-calcul stochastique 10 juin 2010

9/22



Syntaxe et Sémantique opérationnelle

Rappel

Clfree = (vunbind)(bind'(unbind).Clyime(unbind))
C/dimer(x) = x! () Clies

Nafree = bind?(x).Nagimer(x)

Nadimer(X) = X?()-Nafree

C/free ‘ C/dimer | Nafree — 7 J

C. Lhoussaine (U. Lille 1) 7-calcul stochastique 10 juin 2010 10 / 22
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© Sémantique stochastique
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Sémantique Stochastique

La sémantique stochastique du m-calcul est plus difficile a définir!

C. Lhoussaine (U. Lille 1)

mr-calcul stochastique



Sémantique stochastique

Sémantique Stochastique

La sémantique stochastique du m-calcul est plus difficile a définir!

Idée
faire coincider la relation de réduction — avec les transitions d'une CTMC.
@ définir une relation de réduction qui soit étiquetée par des taux
a r
stochastiques : P — @
@ associer des constantes stochastiques aux canaux de communication.
v

C. Lhoussaine (U. Lille 1) 7r-calcul stochastique 10 juin 2010 12 /22



Sémantique stochastique

Sémantique Stochastique

Intuition

o Collecter les taux r; des différentes interactions (locales) dans |'état P
du systeme qui ménent a un méme état Q,

. Ona r=2.ri
@ en déduire le taux de transition global P L)

Q

C. Lhoussaine (U. Lille 1) 7r-calcul stochastique 10 juin 2010 13 /22



Sémantique stochastique

Sémantique Stochastique

Intuition

o Collecter les taux r; des différentes interactions (locales) dans |'état P
du systeme qui ménent a un méme état Q,

. Ona r=2.ri
@ en déduire le taux de transition global P L)

Q

Exemple

all0|al0]|a?.0— al.0
Soit taux(a) = r, il y a deux réductions locales :

V.

C. Lhoussaine (U. Lille 1) 7r-calcul stochastique 10 juin 2010 13 /22



Sémantique stochastique

Sémantique Stochastique

Intuition
o Collecter les taux r; des différentes interactions (locales) dans |'état P
du systeme qui ménent a un méme état Q,

it Q

@ en déduire le taux de transition global P =

Exemple
all0|al0]|a?.0— al.0
Soit taux(a) = r, il y a deux réductions locales :
o soit al.0|al0]|a?20 5 0]a0|0=al.0
o soital.l0|al0]|a?20 5 al0]|0]|0=al.0

e d'ou, globalement, a!.0 | al.0 | a7.0 20 Q

V.

C. Lhoussaine (U. Lille 1) 7r-calcul stochastique 10 juin 2010 13 /22



Sémantique stochastique

Sémantique Stochastique

Intuition

o Collecter les taux r; des différentes interactions (locales) dans |'état P
du systeme qui ménent a un méme état Q,

. .. r=2_ifti
@ en déduire le taux de transition global P L)

Q

Exemple
all0|al0]|a?.0— al.0
Soit taux(a) = r, il y a deux réductions locales :
o soit al.0|al0]|a?20 5 0]a0|0=al.0
e soital0]al0|a?20 5 al0|0|0=al.0

d’ol, globalement, al.0 | a!.0 | a?.0 20 Q

act,(P) =2 x r : activité de a dans P = § d’interactions possibles sur
a dans P.

V.

C. Lhoussaine (U. Lille 1) 7r-calcul stochastique 10 juin 2010 13 /22



Sémantique stochastique

Sémantique stochastique

Techniquement...
Deux relations de réduction :
@ réduction locale P %) Q ou / localise dans P le rédex a I'origine de la
réduction,

e réduction globale P 5 Qour=5_s s
P=Q

C. Lhoussaine (U. Lille 1) 7r-calcul stochastique 10 juin 2010 14 / 22



Sémantique stochastique

Sémantique stochastique
Techniquement...

Deux relations de réduction :

@ réduction locale P %) Q ou / localise dans P le rédex a |'origine de la
réduction,

e réduction globale P = Q ol r = ZP%Q s
4

Exemple
e soit a!.0| al.0 | a7.0 ﬁ) 0/al.0|0=2al0
@ soit a!.0| al.0 | a7.0 é) al0|0|0=al0

e d'ou, globalement, a!.0 | a!.0 | a7.0 2xr, Q

C. Lhoussaine (U. Lille 1) 7r-calcul stochastique 10 juin 2010 14 / 22



Sémantique stochastique

Sémantique stochastique

Techniquement...

Deux relations de réduction :

@ réduction locale P %) Q ou / localise dans P le rédex a I'origine de la

réduction,
. ] r N
@ réduction globale P — Q ou r = EP%)Q s
CTMC sous-jacente
(n/57 L>a 'D)

C. Lhoussaine (U. Lille 1) 7r-calcul stochastique 10 juin 2010 14 / 22




Simulation stochastique
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Simulation stochastique

Simulation Stochastique

Exemple

taux(a) = r, taux(b) = r’

2 21.0| b.0| b2.0 = Py

P=al0]al0|a?.0]|bl.0]|b?.0
5 al0]al0]a?.0 =P,

C. Lhoussaine (U. Lille 1) 7-calcul stochastique 10 juin 2010 16 / 22



Simulation stochastique

Simulation Stochastique

Exemple

taux(a) = r, taux(b) = r’
2 210 b0 | b2.0 = Py

r/

— al.0]al0]|a?.0="P,

P=al.0]al0|a?.0]|bl.0]|b?.0

L'algorithme de simulation doit déterminer la durée 7 associée a la
réduction et |'état suivant P; ou P;.
o 7 ~ Exp(2r + r’)

@ Pr(P— Py) = 2r+r, et Pr(P — P,) = 2r+r,

C. Lhoussaine (U. Lille 1) 7-calcul stochastique 10 juin 2010 16 / 22



Simulation stochastique

Simulation Stochastique

Algorithme

Initialisation : P un processus, un ensemble D de déclarations de processus
et t =0.

@ calculer pour chaque canal x son activité actp(x) et I'activité globale
act(P) =), actp(x)

@ générer aléatoirement les nombres rq, ro €]0; 1] et calculer

_ 1 1 2 .., 2 actp(x)
T = 2P Iog(r—l) et choisir un canal x avec probabilité act(P)

© incrémenter le temps : t .=t + T

et choisir, de maniére équiprobable, un des rédex sur x et le réduire
goto 1

C. Lhoussaine (U. Lille 1) 7r-calcul stochastique 10 juin 2010 17 / 22



Simulation stochastique

Simulation Stochastique

Calculer les activités

acty(P) = taux(a) x Iny(P) x Outx(P)

@ Inp(x) : nombre de réceptions sur x dans P

@ Outp(x) : nombre d'émissions sur x dans P

C. Lhoussaine (U. Lille 1) T-calcul stochastique 10 juin 2010 18 / 22



Simulation stochastique

Simulation Stochastique
Calculer les activités

acty(P) = taux(a) x Iny(P) x Outx(P)

@ Inp(x) : nombre de réceptions sur x dans P

@ Outp(x) : nombre d'émissions sur x dans P

P=al0]al0]a?.0]a?0
act,(P) =4, ¢a va...

C. Lhoussaine (U. Lille 1) 7-calcul stochastique 10 juin 2010 18 / 22



Simulation stochastique

Simulation Stochastique
Calculer les activités

actx(P) = taux(a) x Iny(P) x Outx(P)  Faux!

@ Inp(x) : nombre de réceptions sur x dans P

@ Outp(x) : nombre d'émissions sur x dans P

P=al0]al0]a?.0]a?0
act,(P) =4, ¢a va...

P =2al0]|a?.0] (a?.0+ al.0)

act,(P) = 4, ¢a va pas...

C. Lhoussaine (U. Lille 1) 7-calcul stochastique 10 juin 2010 18 / 22



Simulation stochastique

Calculer les activités

act,(P) = Iny(P) x Outx(P) — Mix(P)

@ Inp(x) : nombre de réceptions sur x dans P

e Outp(x) : nombre d'émissions sur x dans P

@ Mix,(P) : nombre de paires input/output dans chaque somme de P.

v

C. Lhoussaine (U. Lille 1) 7r-calcul stochastique
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Simulation stochastique

Calculer les activités

act,(P) = Iny(P) x Outx(P) — Mix(P)

@ Inp(x) : nombre de réceptions sur x dans P
@ Outp(x) : nombre d’'émissions sur x dans P

@ Mix,(P) : nombre de paires input/output dans chaque somme de P.

v

P =al.0]a?.0] (a?.0+ al.0)
Mix,(P) =1 = act,(P) =3, ¢ava!

C. Lhoussaine (U. Lille 1) 7r-calcul stochastique 10 juin 2010 19 / 22
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